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Загальні методичні вказівки 

 

Виконувати роботу необхідно за варіантом, який видає кафедра. Робота, 

виконана не за своїм варіантом, не перевіряється, не зараховується і повертається 

слухачеві. 

 Титульна сторінка оформлюється згідно встановленого зразка. 

 Умови усіх задач повинні записуватися повністю, графіки виконуватись 

охайно. 

 Розв’язування прикладів і задач повинні супроводжуватись усіма 

обчисленнями та формулами, які використовуються, а також короткими 

поясненнями. 

 Якщо робота не зараховується, слухач виправляє її і представляє ще раз. 

 Контрольна робота містить 10 варіантів. Варіант вибирають за останньою 

цифрою шифру. Наприклад, шифр студента 1464. Тоді завдання будуть 1.4, 2.4, 3.4, 

4.4, 5.4, 6.4, 7.4. 
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Розділ 1. Елементи лінійної та векторної алгебри, 

аналітичної геометрії 

1.1. Матрицею називається прямокутна таблиця упорядкованих чисел або 

функцій   























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Матриця А має m рядків та n стовпців. Розмір її – (m,n). 

Види матриць: матриця-рядок  ....,,, 11211 naaaA  

 матриця-стовпець 























nb

b

b

B

1

12

11

...
. 

одинична матриця 























1...000

...............

0...010

0...001

E . 

 транспонована матриця – це матриця, яка одержана з даної 

заміною рядків стовпцями. 

Матриця А-1 називається оберненою до матриці А (det A≠0), якщо виконується 

співвідношення А∙А-1= А-1∙А=Е. 

Щоб дістати обернену матрицю, потрібно: 

1) знайти визначник матриці А (det A≠0); 

2) збудувати матрицю, у якої на місцях елементів стоять їх алгебраїчні 

доповнення, та транспонувати її. Така матриця називається приєднаною 

.

332313

322212

312111



















AAA

AAA

AAA

A  

3) компоненти матриці Ā помножити на 
A

1
, де A  – визначник матриці А. 
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



























A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A
AA

332313

322212

312111

1 1
 

Матриці можна додавати, віднімати, множити на число. 

Добуток матриці А на матрицю В існує лише тоді, коли кількість стовпців 

першого співмножника дорівнює кількості рядків другого. Такі матриці 

називаються узгодженими. Для цього потрібно виконати по елементне множення 

1-го рядка матриці А на k-й стовпець матриці В. 

1.2. Визначником (детермінантом) другого порядку називається вираз 

.21122211

2221

1211
aaaa

aa

aa
  

Визначником (детермінантом) третього порядку називається вираз 

.112332332112312213

133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa




 

Алгебраїчні доповнення будь-якого елемента ija  визначника – це визначник, 

який утвориться з даного, якщо закреслити в ньому стовпець та рядок, до яких 

належить обраний елемент, причому цей визначник беруть зі знаком «+», якщо 

сума номерів стовпця і рядка елемента парна, і «–», – якщо непарна. 

Мінор будь-якого елемента ija  визначника – це алгебраїчне доповнення 

цього елемента без знака. Мінор елемента ija  позначимо ijM , алгебраїчне 

доповнення ijA . Тоді   .1 ij

ji

ij MA 


 

1.3. Розв’язування системи трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими. 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

. 
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Визначник третього порядку, складений з коефіцієнтів при невідомих, 

називається головним визначником системи: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 . 

Позначимо 321 ,, xxx   визначники, утворені з головного визначника 

системи заміною стовпця коефіцієнтів при відповідному невідомому стовпцем 

вільних членів: 

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

x    

33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

x    

33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

x  . 

 Правило Крамера. Якщо визначник системи 0 , то система має єдиний 

розв’язок:  



 1

1

x
x ;   




 2

2

x
x ;   




 3

3

x
x  

Матричний спосіб. 

Введемо 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 – матриця системи, 



















3

2

1

x

x

x

Х , 


















3

2

1

b

b

b

B – матриці-стовпці невідомих і вільних членів. 

Система рівнянь у матричній формі записується у вигляді: А∙Х=В. 

Помножимо обидві частини рівняння на матрицю А-1, обернену до матриці 

А:    .11 BAXAA    

Враховуючи, що ,1 EAA  ,XXE   маємо розв’язок: .1 BAX    

1.4. Скалярний, векторний та мішаний добутки векторів. 

У декартовій прямокутній системі координат будь-який вектор можна 

розкласти на суму трьох компонентів: kzjyixa


 , де zyx ,,  – координати 

вектора  zyxa ,,


, kji ,,  – одиничні вектори-орти. 

Довжина вектора a


 визначається за формулою: .222 zyxa 

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Скалярним добутком векторів a


 і b


 називається скаляр, який дорівнює 

добутку їх довжин та косинуса кута між ними: 

.cos baba


 

Нехай kzjyixa


111  , 

,222 kzjyixb


  тоді 

.212121 zzyyxxba 


 

З означення скалярного добутку можна знайти кут між векторами: 

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba









 


  

Векторним добутком векторів a


 і b


 називається вектор с


, довжина якого 

рівна площі паралелограма, побудованого на векторах a


 і b


. 

222

111

sin

zyx

zyx

kji

ba

bac

baс















  

З означення векторного добутку можна вивести формулу площі трикутника, 

яка дорівнює половині площі паралелограма, побудованого на цих векторах, тобто 

половині модуля векторного добутку векторів-сторін трикутника: 

baS



2

1
. 

Нехай задано три вектори .,, cba


 Число   cba

  називається мішаним 

добутком. Якщо відомо      ,,,,,,,,, 333222111 zyxczyxbzyxa 


 то мішаний 

добуток має вигляд: 

  cba

 =

333

222

111

zyx

zyx

zyx

. 

Абсолютне значення мішаного добутку чисельно дорівнює об’єму 

паралелепіпеда, побудованого на векторах .,, cba

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.cbaVnap


  

Як відомо, об’єм тетраедра дорівнює одній шостій об’єму паралелепіпеда: 

.
6

1
cbaVmemp


  

1.5. Площина та пряма в просторі. 

а) 0 CzByAx  – загальне рівняння площини 

б) 1
c

z

b

y

a

x
 – рівняння площини, подане відрізками, відрізуваними 

площиною на координатних осях. 

в) 0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 – рівняння площини, що проходить через три 

точки. 

г) Якщо положення площини в просторі визначає нормальний вектор цієї 

площини, то задачу знаходження кута між двома площинами можна звести до 

знаходження кута між двома векторами    .,,,,, 22221111 CBANCBAN 


 

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA




  

д) Пряма в просторі, що проходить через дану точку  1111 ,, zyxM  

паралельно вектору  pnmS ,,


, задається канонічним рівнянням: 

.111

p

zz

n

yy

m

xx 






 

е) Рівняння прямої, що проходить через дві точки  1111 ,, zyxM , 

 2222 ,, zyxM : 

.
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 

ж) кут між прямою і площиною є кут   між цією прямою і проекцією її на 

цю площину. Нехай  CBAn ,,


 – нормальний вектор площини; 

        pnmS ,,


 – напрямний вектор прямої. 
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.sin
222222 pnmCBA

CpBnAm




  

 

Приклади розв’язування задач. 

Приклад 1. По координатах вершин піраміди 

)6,4,6(),4,0,2(),1,3,1(),2,2,3( 4321  AAAA  

знайти: 1) довжини ребер ;, 3121 AAAA  

2) кут між ребрами ;, 3121 AAAA  

3) площу грані ;321 AAA  

4) об’єм піраміди ;4321 AAAA  

5) рівняння прямих ;, 3121 AAAA  

6) рівняння площин ;, 421321 AAAAAA  

7) кут між площинами ;, .421321 AAAAAA  

Розв’язування: 1) знаходимо вектори :, 3121 AAAA  

   
.22

,2)12())2(3()31(

31

21

kjiAA

kjikjiAA







 

 Довжинами цих векторів є довжини ребер: 

   
.322)1(

.6)1()1()2(

222
31

222
21





AA

AA
 

2) Кут між ребрами знаходимо за формулою: 

.27,0
63

2

63

212)1()1(2
cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121 













CBACBA

CCBBAA
  

 Кут   – тупий, який дорівнює .85,127,0arccos рад  

3) Площу грані 321 AAA  знаходимо як половину площі 

паралелограма, побудованого на векторах 3121 , AAAA , тобто половина модуля 

векторного добутку цих векторів: 

.55

221

1123121 kj

kji

AAAA










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.
2

25
)5(5

2

1 22

321
 AAAS  

4) Об’єм V піраміди дорівнює 
6

1
 об’єму паралелепіпеда, 

побудованого на векторах .,, 413121 AAAAAA  

Вектор .42341 kjiAA


  

Отже, V = mod
6

1
.).(530

6

1

423

221

112

одкуб







. 

5) Рівняння прямих 3121 , AAAA  знаходимо за формулою рівняння 

прямої, що проходить через дві точки: 

.
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 

).1,3,1(

),2,2,3(

2

1





A

A
 

.
21

2

23

2

31

3













 zyx
 

.
1

2

1

2

2

3













 zyx
 

Аналогічно знаходимо рівняння .31 AA  

6) Рівняння площин 421321 , AAAAAA  знаходимо за рівнянням 

площини, що проходить через три точки: 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

0

242032

212331

223







 zyx

    0

221

112

223







 zyx

 

.04

0105105

0)2(2)2()3()1(2)2()1()1(

)2(2)2()2()1()1(2)1()3(









zy

zy

yxz

zyx
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Аналогічно знаходимо рівняння площини .421 AAA  

7) Кут між площинами знаходимо за формулою: 

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA




  

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь за допомогою: 

1) формул Крамера; 

2) матричним способом. 















43

1722

532

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язування: 1) Знаходимо головний визначник системи і допоміжні визначники: 

26

311

221

312

333231

232221

131211







aaa

aaa

aaa

 

78

314

2217

315

33323

23222

13121







aab

aab

aab

x  

130

341

2171

352

33331

23221

13111







aba

aba

aba

y  

52

411

1721

512

33231

22221

11211



baa

baa

baa

z . 

Тоді: 3
26

78












x
x ; 

5
26

130










y
y ; 

2
26

52












z
z  

2) Запишемо матриці: 
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.

4

17

5

,,

311

221

312

3

2

1
























































 B

x

x

x

XA  

 Знаходимо обернену матрицю .1A  Для цього обчислюємо алгебраїчні 

доповнення матриці А. 

.5
21

12
,1

11

12
,3

11

21

,7
21

32
,9

31

32
,1

31

21

,4
22

31
,6

31

31
,8

31

22

332313

322212

312111





























AAA

AAA

AAA

 

 Отже, 

.

2

5

3

52

130

78

26

1

4

17

5

513

791

468

26

1

,

513

791

468

26

1

3

2

1

1
























































































































x

x

x

A

 

 Перевіримо правильність обчислення оберненої матриці: 

.

100

010

001

2600

0260

0026

26

1

......1)5(1)1(23

......1)7(192)1(

......1)4(1)6(28

26

1

311

221

312

513

791

468

26

11

E

AA
















































































































 Отже, обернена матриця обчислена правильно. 
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Розділ 2. Вступ до аналізу та диференціальне числення 

2.1. Границя функції 

  .)(,lim  


axприAxfякщоAxf
ax

 

Теореми про границі 

1.         .limlimlim 2121 xfxfxfxf
axaxax 

  

2.  

3. 
 
 

 

 
  0lim,

lim

lim
lim 2

2

1

2

1 







xf

xf

xf

xf

xf

ax

ax

ax

ax
 

4. ConstC
ax




lim  

 Якщо   0lim 


xf
ax

, то  xf  називається нескінченно малою величиною 

 Якщо   


xf
ax

lim , то  xf  називається нескінченно великою величиною 

Види невизначеностей при обчисленні границь 

001
0

0
0 




   

Способи розкриття невизначеностей 

 скорочення на множник, який призводить до невизначеності; 

 ділення чисельника і знаменника на старшу степінь аргументу (для 

відношення многочленів при x ); 

 використання еквівалентних нескінченно великих; 

 використання двох «чудових» границь: 

  eyабоe
xx

x
y

x

x

x













1

00x
1lim

1
1lim1

sin
lim . 

 правило Лопіталя: границя відношення двох нескінченно малих 

(нескінченно великих) функцій (невизначеності 



,

0

0
), дорівнює границі 

відношення їх похідних: 
 
 

 
 x

xf

x

xf

axax  





limlim . 

 

 

        .limlimlim 2121 xfxfxfxf
axaxax 


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2.2. Похідна функції 

 Похідною даної функції  xfy   у точці 0xx   називається границя 

відношення приросту функції до приросту аргументу, коли приріст аргументу 

прямує до нуля. 

 
   

.lim 00

00 x

xfxxf
xf

xxx 





 

 Для похідної вживають ще й такі позначення: .,
dx

dy
y x
  

 Для обчислення похідних потрібно знати таблицю формул та основні 

правила диференціювання: 

 

Таблиця похідних 

    uuuuuau aa 


  sincos.9.1 1  

    u
u

tguu
u

u 



2cos

1
.10

2

1
.2  

.11
11

.3
2

u
uu












   u
u

ctgu 


2sin

1
 

  .12.4 


uee uu   u
u

u 





21

1
arcsin  

  .13ln.5 uaaa uu 


  u
u

u 





21

1
arccos  

  .14
1

ln.6 u
u

u 
   u

u
arctgu 





21

1
 

  .15
ln

1
log.7 u

au
ub





   u

u
arcctgu 





21

1
 

  uuu 


cossin.8  
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Основні правила диференціювання 

   

 

     

t

t
x

vvv

x

y
y

тоtyytxxЯкщоvuuuuvu

v

vuvu

v

u
vuvuvu

vuvuucuc

xc





































 ,,.8ln.7

.6.5

.4.3

1.20.1

1

2
 

2.3. Неперервність функції. 

 Функція )(xf  називається неперервною в точці а, якщо: 

1) ця функція визначена в деякому околі точки а; 

2) існує границя );(lim xf
ax

 

3) ця границя рівна значенню функції в точці а, тобто ).()(lim afxf
ax




 

Позначаючи xax  (приріст аргумента) і yafxf  )()(  (приріст 

функції), умову неперервності можна записати так: ,0lim
0




y
x

 тобто функція 

неперервна в точці тоді і тільки тоді, коли в цій точці нескінченно малому 

приросту аргумента відповідає нескінченно малий приріст функції. 

Якщо функція неперервна в кожній точці деякої області (інтервалу, сегмента 

і т. ін.), то вона називається неперервною в цій області. 

Точка а, що належить області визначення функції або є граничною для цієї 

області, називається точкою розриву, якщо в цій точці порушується умова 

неперервності функції. 

Якщо існують скінченні границі ),0()(lim)0()(lim
00




afxfiafxf
axax

 

причому не всі три числа )0(),0(),(  afafaf  рівні між собою, то а називається 

точкою розриву І роду. 

Точки розриву І роду поділяються, в свою чергу, на точки усувного розриву 

(коли )()0()0( afafaf  ) і на точки скачка (коли )0()0(  afaf ); в 
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останньому випадку різниця )0()0(  afaf  називається скачком функції в 

точці а. 

Точки розриву, які не є точками розриву І роду, називаються точками 

розриву ІІ роду. В точках розриву ІІ роду не існує хоча б одна з односторонніх 

границь. 

Сума і добуток скінченної кількості неперервних функцій є функція 

неперервна. 

2.4. Загальний план дослідження функцій і побудова графіків. 

1. Знайти область визначення функції. 

2. Дослідити функцію на парність чи непарність. 

3. Знайти точки перетину графіка функції з осями координат. 

4. Дослідити функцію на неперервність; знайти точки розриву (якщо вони є) і 

встановити характер розриву; знайти асимптоти кривої. 

5. Знайти інтервали зростання і спадання функції, її екстремуми. 

6. Знайти інтервали опуклості і угнутості. 

  
Приклади розв’язування задач. 

Приклад 1. Обчислити .
74

512
lim

4

4





 x

xx

x
 

Розв’язування. Підстановка граничного значення аргументу призводить до 

невизначеності .



 Поділимо чисельник і знаменник на старшу 

степінь аргументу, тобто на :4x  

.3
04

012
0

7
,0

5

7
4

5
12

lim
74

512
lim

43

4

3

4

4






































 xx

x

x

x

xx

xx
 

Приклад 2. Обчислити 
 

.
1ln

4cos1
lim

20 x

x

x 




 

Розв’язування. Тут невизначеність .
0

0
 Використовуємо метод заміни нескінченно 

малих еквівалентними. 
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Так як при 22 82sin24cos10 xxxx  , то 

 
.8

8
lim

0

0

1ln

4cos1
lim

2

2

020


















 x

x

x

x

xx
 

Приклад 3. Обчислити   .25lim 2

1

2



 x

x
x  

Розв’язування Підстановка 2x  призводить до невизначеності .1  Зробимо 

заміну змінних: 0lim,2
2




yxy
x

, тоді  

   

    .21lim21lim

""2,125lim

2

2

2

1

0

1

0

2

1

2

eyy

границючудовуууємовикористовx

y
y

y
y

x
x




















 

Приклад 4. Обчислити .
4

65
lim

2

2

2 



 x

xx

x
 

Розв’язування Маємо невизначеність .
0

0
 Розкладемо чисельник і знаменник на 

множники і скоротимо: 

 
  
  

.
4

1

22

32

2

3
lim

22

32
lim

0

0

4

65
lim

222

2

2






























 x

x

xx

xx

x

xx

xxx
 

Приклад 5. Обчислити похідну функції .5 xtgy   

Розв’язування  Це степенева функція відносно tgx , тому використовуємо формули 

1 і 10: 

x
xtgy

2

4

cos

1
5   

Приклад 6. Обчислити похідну функції .3 2sin xy   

Розв’язування Це показникова функція. Використовуємо формули 5 і 8: 

.2cos3ln3222cos3ln3 2sin2sin xxy xx   

Приклад 7. Обчислити похідну функції, заданої параметрично 

.20
sin

cos









t

tay

tax
 



 - 18 - 

Розв’язування  
 

 
.

sin

cos

cos

sin
ctgt

ta

ta

ta

ta
y x 








  

Приклад 8. Показати, що при х=5 функція 
5

252






x

x
y  має розрив. 

Розв’язування  В точці х=5 функція не визначена, так як, виконавши підстановку, 

отримуємо невизначеність 0/0. В інших точках дріб можна скоротити на х–5, так як 

х–5 .0  Значить, .55  xприxy  Легко бачити, що .10limlim
0505




yy
xx

 

 Таким чином, при х=5 функція має усувний розрив. 

Приклад 9. Побудувати графік функції .
4

2

3

x

x
y


  

Розв’язування  

1) Область визначення функції – вся вісь Ох за виключенням точки х=0, тобто 

   .;00;)( yD  

2) Функція є ні парною, ні непарною, так як ).()()()( xfxfixfxf   

3) Знаходимо точки перетину графіка з віссю Ох; маємо .4;
4 3

2

3




x
x

x
 

4) Точка розриву х=0, причому .lim
0




y
x

 Отже, х=0 (вісь Оу) є вертикальною 

асимптотою. 

Знаходимо похилі асимптоти: 

  

  .0
4

lim
4

lim)(lim

;1
4

lim
)(

lim

22

3

3

3




























x
x

x

x
kxxf

x

x

x

xf

xxx

xx

 

 Похила асимптота має вигляд у=х. 

5) Знаходимо екстремуми функції та інтервали зростання і спадання. Маємо:

 0;20;
88

1
3

3

3



 хприyxприy

x

x

x
y  (точка розриву 

функції). Точки х=0 і х=2 розбивають числову вісь на проміжки 

     ,;2,2;0,0;   причому 0у  (функція зростає) в проміжках 

   ,;20;  i  і 0у  (функція спадає) в проміжку  .2;0  
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Далі, знаходимо 0)2(;
24

4
 y

x
y , значить, х=2 – точка мінімуму; .3min y  

6) Знаходимо інтервали опуклості і угнутості кривої і точки перегину. Так як 

0y , то графік функції всюди угнутий. Точок перегину крива не має. 

Використовуючи отримані дані, будуємо графік функції: 
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Розділ 3. Невизначений інтеграл 

3.1. Первісна. Властивості невизначеного інтеграла. Таблиця інтегралів. 

Означення. Функція  xF  називається первісною від функції  xf  на відрізку  ba,

, якщо для всіх точок цього відрізка виконується рівність    .xfxF   

Означення. Якщо функція  xF  є первісною для функції  xf , то вираз   СxF   

називається невизначеним інтегралом від функції  xf  і позначається 

  .dxxf  

За означенням маємо:     ,. CxFdxxf   

де  xf  – підінтегральна функція; 

 dxxf  – підінтегральний вираз; 

x  – змінна інтегрування; 

С – стала інтегрування. 

 

 

Властивості невизначеного інтеграла 

          


dxxfcdxxcfxfdxxf .4.1  

          Cxfxdfdxxfdxxfd .5.2  

            

     

 




xuuдеCuFduuf

тоCxFdxxfЯкщоdxxfdxxfdxxfxf

,

,.6.3 2121
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Таблиця основних інтегралів 













































Caxx
ax

dx
Cax

a
axdx

C
a

x

xa

dx
Cax

a
axdx

C
ax

ax

aax

dx
Cedxe

C
a

x
arctg

aax

dx
C

a

a
dxa

Cctgax
aax

Cx
x

dx

Ctgax
aax

mC
m

x
dxx

xx

x
x

m
m

2

2

22

22

22

2

2

1

ln.12sin
1

cos.6

arcsin.11cos
1

sin.5

ln
2

1
.10.4

1
.9

ln
.3

1

sin

1
.8ln.2

1

cos

1
.71,

1
.1

 

3.2. Інтегрування по частинах. 

  .vduuvudv  

При цьому за u береться така функція, яка при диференціювання 

спрощується, а за dv – та частина підінтегрального виразу, інтеграл від якої можна 

легко обчислити. 

Слід пам’ятати: 

1)      ,dvdxexPudxexP axax  

2)      ,sinsin dvaxdxxPuaxdxxP  

3)      ,coscos dvaxdxxPuaxdxxP  

4)      ,lnln dvdxxPxuxdxxP  

5)      ,arcsinarcsin dvdxxPxuxdxxP  

6)      .arccosarccos dvdxxPxuxdxxP  

3.3. Інтегрування тригонометричних функцій. 

 1) інтеграли виду   dxxxR cos,sin , де R – раціональна функція, 

обчислюється за допомогою універсальної підстановки .
2

t
x

tg   Тоді 
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.
1

1

2
1

2
1

cos,
1

2

2
1

2
2

sin

,
1

2
,2,

2

2

2

2

2

2
2

2

t

t

x
tg

x
tg

x
t

t

x
tg

x
tg

x

dt
t

dxarctgtxarctgt
x






















 

 В деяких випадках можна спростити обчислення інтегралів. Наприклад: 

 а) якщо функція  xxR cos,sin  – непарна відносно xsin , тобто 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то береться підстановка .cos tx   

 б) якщо  xxR cos,sin  – непарна відносно xcos , тобто 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то береться підстановка .sin tx   

 в) якщо  xxR cos,sin  – парна відносно xcos  і xsin , тобто 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то береться підстановка .ttgx   

 2) інтеграли виду   xdxx nm cossin . 

  - якщо m – непарне додатнє число, то береться підстановка .cos tx   

  - якщо n – непарне додатнє число, то – .sin tx   

  - якщо m і n – парна додатні числа, то для перетворення підінтегральної 

функції використовуються формули: 

 

 .2cos1
2

1
cos

,2cos1
2

1
sin

,2sin
2

1
cossin

2

2

xx

xx

xxx







 

 

3) інтеграли виду  xdxctgixdxtg mm , де m – додатнє число. 

Для знаходження таких інтегралів використовуються формули: 

.1
sin

1

,1
cos

1

2

2

2

2





x
xctg

x
xtg
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3.4. Інтегрування раціональних дробів. 

 Означення. Раціональним дробом називається дріб виду 
 
 

,
xQ

xP
 де  xP  і  xQ  

– многочлени. 

 Раціональний дріб називається правильним, якщо степінь многочлена  xP  

менше степені многочлена  xQ . 

 Прості дроби – це правильні дроби виду: 

 ;
ax

A


 

 
 

;1,, 


mZm
ax

A
m

 

 ;0
4

, 2,1

2

2
Rxg

p

gpxx

BAx





 

 
 

.0
4

,1,, 2,1

2

2
Rxg

p
mZm

gpxx

BAx
m





 

 

Приклади розв’язування задач. 

Приклад 1. 

 

.2
3

4
2cos

2

7
2

3

1
42cos

2

1
7

5
5

242sin75242sin75

353
5

3434

CxexxCxex
x

dxdxexdxdxxdxexx

xx

xx



    
 

Приклад 2.  

.
7ln2

7

7ln

7

2

1
7

2

1

2

1
7

2

2

27

2

2

2

CCdtdt

dtxdx

dtxdx

tx

dxx
xt

ttx 



























   

Приклад 3.  

   

























.arcsin
3

2

2

3
1

1

arcsin

1

arcsin 3
2

3

2

1

2

2
CxC

t
dttdtt

dtdx
x

tx

dx
x

x
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Приклад 4.  

.
9

1
ln

3

1

33

1
ln

3

1

3

1
ln

3

1

1

33
ln

3

1
lnln

33
3

323

33

3
2

2

CxxxC
x

xxdxxxx

dx
x

xx
x

x
vdxxdv

dx
x

duxu

vduuv

xdxx











































 

Приклад 5.  

 

   

.sin
5

1
sin

3

2
sin

53
22

21
cos

sin
cossinsin21

cossin1coscoscos

53
53

42

4242

2245

CxxxC
tt

tdttdttdt

dttt
dtxdx

tx
xdxxx

xdxxxdxxxdx



















 

 

  

 

Приклад 6.  

   



dx

xx

xx

24

1073
2

2

 

Підінтегральний раціональний дріб є правильним і розкладається на 

елементарні дроби виду: 

  

    
   

     

3

2

1

2410:

27:

3:

2421073

4221073

4221073

421073

2424

1073

0

1

2

22

222

22

22

22

2

































B

A

C

BCx

ABx

CAx

BCABxCAxxx

CCxBBxAxAxxx

CCxxBxAxxx

xCxBAxxx

x

C

x

BAx

xx

xx
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  .2ln
22

3
4ln

24
3

4
2

2

1

4

32

2

222

Cx
x

arctgx

x

dx

x

dx
dx

x

x
dx

xx

x



























    
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Розділ 4. Визначений інтеграл 

4.1. Формула Ньютона-Лейбніца. 

        
b

a

b

a
aFbFxFdxxf .  

ПРИМІТКА. Всі способи, формули для обчислення визначеного інтеграла 

залишаються такі ж, як і для невизначеного інтеграла. 

4.2. Застосування визначеного інтеграла. 

1. Площа простої фігури. 

Площа криволінійної трапеції, обмежена неперервною кривою  xfy  , 

двома паралельними прямими bxax  ,  і відрізком осі Ох  bxa   дорівнює: 

 
b

a

dxxfS . 

Якщо площа S обмежена двома неперервними кривими  xfy 1 ,  xfy 2 , 

де    xfxf 21  , то        
b

a

dxxfxfS .12  

2. Об’єм тіла обертання. 

Об’єм тіла, утвореного обертанням криволінійної трапеції, обмеженою 

кривою  xfy  , віссю Ох, прямими bxax  ,  навколо осей Ох і Оу 

обчислюється за формулами: 

.2

,2









b

a

y

b

a

x

xydxV

dxyV





 

 

Приклади розв’язування задач. 

Приклад 1. 

 

    .15,23ln4844ln4129

ln442
1

1

2

39

24

1

1
3

2

3

2

2
9

4

2





































 ttttdt

t

t

tdtdx

ttx

ttx

dx
x

x
в

н
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Приклад 2. Обчислити площу плоскої фігури, обмежену лініями: 

.,0,1,2sin  xxyxy  

Розв’язування. 

     






0

00
00

.323113cos3sin12sin xxdxxdxdxxS  

Приклад 3. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох кривої 

 .202,0,4 2  xxyxxy : 

Розв’язування.   























2

0

2

0

32
2

2

0

2 .
3

16

3

8
8

32
44 

xx
dxxxdxyV  
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Завдання для виконання роботи. 

 

1. За координатами вершин піраміди А1А2А3А4 знайти: 

1) довжину ребер А1А2  і А1А3 ; 

2) кут між ребрами А1А2  і А1А3; 

3) площу грані А1А2А3; 

4) об’єм піраміди; 

5) рівняння прямих А1А2  і А1А3; 

6) рівняння площин А1А2А3 і А1А2А4; 

7) кут між площинами А1А2А3 і А1А2А4. 

Номер задачі Координати 

точки А1 

Координати 

точки А2 

Координати 

точки А3 

Координати 

точки А4 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 

1.10 

(0, 2, 3) 

(2, –1, 2) 

(2, 0, –1) 

(1, 1, 1) 

(–2, 2, 1) 

(4, 0, 3) 

(–1, 1, 0) 

(3, 2, 1) 

(0, 7, 1) 

(5, 5, 4) 

(6, 5, 5) 

(8, 2, 4) 

(8, 3, 1) 

(7, 4, 3) 

(4, 5, 3) 

(8, 3, 5) 

(5, 4, 2) 

(9, 5, 3) 

(4, 1, 5) 

(3, 8, 4) 

(2, –4, 6) 

(4, –7, 5) 

(4, –6, 2) 

(3, –5, 4) 

(0, –4, 4) 

(4, –6, 6) 

(1, –5, 3) 

(5, –4, 4) 

(4, 6, 3) 

(3, 5, 10) 

(–3, 4, 9) 

(–1, 1, 8) 

(–1, 2, 5) 

(–2, 3, 7) 

(–5, 4, 7) 

(–1, 2, 9) 

(–4, 3, 6) 

(0, 4, 7) 

(3, 9, 8) 

(5, 8, 2) 

 

2. Знайти розв’язок системи лінійних рівнянь: 

а) методом Крамера; 

б) матричним способом. 

2.1. 














723

45

3324

zyx

zyx

zyx

      2.2. 














527215

1157

61495

zyx

zyx

zyx

 

2.3. 














03

182513

225

yx

zyx

zyx

      2.4. 














611614

3749

0536

zyx

zyx

zyx
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2.5. 














527215

1157

61495

zyx

zyx

zyx

     2.6. 














1

1638

134

zyx

zyx

zyx

 

2.7. 














123

165

15432

zyx

zyx

zyx

      2.8. 














03

182513

225

yx

zyx

zyx

 

2.9. 














7346

20465

827

zyx

zyx

zy

      2.10.














7346

20465

827

zyx

zyx

zy

 

3. Обчислити границі функцій, не користуючись методами диференціального 

числення. 

3.1. 1) 
arctgx

e x

x

1
lim




      2) 

xxx

x

x 



 23

3

57

118
lim  

3) 
xx

x

x 3

9
lim

2

2

3 




      4) 

x

x x












3
1lim  

3.2. 1) 















x

x

x 1
1ln

53
lim

3

      2) 
132

75
lim

45

34





 xx

xx

x
 

3) 
128

86
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
      4)   3

4

3
27lim 




 x

x
x  

3.3. 1) 
xtg

x

x 

2
lim

1




       2) 10

53

24
lim

3

23






 xx

xxx

x
 

3) 
9

65
lim

2

2

3 



 x

xx

x
      4)   x

x
x 2cos1

1

3sin1lim 





 

3.4. 1) 
1

ln
lim

0  x

x

x
       2) 

173

6532
lim

23

24





 xxx

xxx

x
 

3) 
2

672
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
     4)   1

3

1
34lim 


 x

x
x  
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3.5. 1) 
 2ln

1
lim

2

2 



 x

e x

x
      2) 

233

4
lim

2

2





 xx

x

x
 

3) 
128

107
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
      4)   2

4
39lim 


 x

x
x  

3.6. 1)  xtgxx
x




sinlim

2


     2) 

253

83
lim

2

2





 xx

xx

x
 

3) 
4113

273
lim

2

2

3

1 



 xx

xx

x

     4)   x

x
x 4cos

1
2

0
2sin1lim 


  

3.7. 1) 
16

132
lim

2

2

5,0 



 xx

xx

x
     2) 

1563

852
lim

2

2





 xx

xx

x
 

3) 
123

273
lim

2

2

3

1 



 xx

xx

x

     4)    x

x
x 


 12

1
2

1
23lim  

3.8. 1) 
ctgx

x

x

3cos1
lim




      2) 

234

42
lim

2

2





 xx

xx

x
 

3) 
2

252
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
      4)    x

x
x 


 33

1

3
310lim  

3.9. 1) 
 

3

23cos
lim

3 



 x

xx

x
     2) 

483

294
lim

3

23





 xx

xxx

x
 

3) 
16

12
lim

2

2

5,0 



 xx

xx

x
      4)   2

1

2
25lim 


 x

x
x  

3.10. 1) 
 

20

sin31ln
lim

tgx

xx

x




     2) 

6

234
lim

3

23





 xx

xx

x
 

3) 
253

143
lim

2

2

3

1 



 xx

xx

x

     4)    42

1

4
29lim 




 x

x
x  

4. Знайти похідні першого порядку, використовуючи правила обчислення 

похідних: 

4.1. 1) x
x

y 3sin
7
3
       2) 

2
arccos

x
xy   

3) 
x

x
y

sin1

sin1
ln




       4) 

 











22

1

2

2

tty

tarctgx
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4.2. 1) xxxy 4cos2
4

3 3       2) xxxxy cos2sin2   

3) 
24 x

x
arctgy


      4) 

 










52

2

ty

ttgx
 

4.3. 1) xxy 2ln274       2) xxy arcsin  

3) 
x

x
y

arccos
       4) 

 

 









2

2

1cos

1

ty

tx
 

4.4. 1) xtgxxy 252 3       2) xexy 22  

3) 
xx

xx
y

cossin

cossin




       4) 

 













3
2

3

t

t

ey

ex
 

4.5. 1) xexxy 244ln23     2) xxy 3arcsin  

3) 
xx

xx
y

42sin

sincos2




      4) 














arctgty

t
x

21

3

 

4.6. 1) xey x 23 2        2) xxarctgy 2ln2   

3) 
x

x
y

cos

sin1
ln


       4) 

 









2

2

3

7

tctgy

tx
 

4.7. 1) 4cos3sin 2  xxy      2) xxy 3sin2cos   

3) 
xtg

x
y

3

2ln
        4) 














241

1

2arcsin

t
y

tx

 

4.8. 1) 233 2 xxey x       2) xxy 23ln   

3) 
x

x
y

3arccos

2arcsin
       4) 

 

 









2

2

1sin

1

ty

tx
 

4.9. 1) xxy cos2ln2       2) 
xexy  4ln3  

3) 
x

x
y

8cos

4sin
        4) 

 
 









2

4

arccos

1ln

ty

tx
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4.10. 1) arctgx
x

y 7
2

      2) xxy 4sin3   

3) 
3 4

2cos

x

x
y         4) 

 

 









ty

tx

41cos

41sin

2

2

 

 

5. Обчислити невизначені інтеграли. 

5.1. 1) 
 3

2

25

5

x

dxx
       2) 

 tgx

dx

2
 

3)  xdxx 5cos  

5.2. 1) 
 43

2

x

dxx
       2) 

 x

dx
2sin1

 

3) 
 




dx
x

x
3

12ln
 

5.3. 1)    dxxe xx 122

      2) 
 xtgx

dx
22sin

 

3) 
 dxxe x 53  

5.4. 1)   dxxx 2321       2)  xdxx 5cos3sin  

3)    xdxx 2cos1  

5.5. 1) 
xx

dx
2ln

       2)  xdx2sin5  

3) 
x

xdx
2sin

 

5.6. 1) 


dx
x

tgx

2cos

2
      2) 

 x

dx

sin24
 

3)  xdxx 5cos  

5.7. 1) 
 
 x

dx

23sin 2
      2) 




dx

x

x

cos22

sin2
 

3)    dxxx 1ln  
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5.8. 1)  3 2ln xx

dx
       2) 

 x

dx

cos23
 

3)    arctgxdxx 12  

5.9. 1) 


dx
x

x
2sin53

cos
      2) 

 x

dx
2sin31

 

3)   dxxarctg 12  

5.10. 1) 
 dxe x53        2) dx

x

x


 sin1

sin
 

3)  xdxarcsin  

 

6. Обчислити визначені інтеграли. 

6.1.  
3

1

23 1dxxx       6.2. 


1

0
41 x

xdx
 

6.3. 

2

1

lncos



e

xdx        6.4. 
6

0

2

cos

sin



dx
x

x
 

6.5. 


2ln2

2ln 1xe

dx
       6.6. 

2

0

cos5cos xdxx  

6.7. 
3

0

3 2sincos



xdxx       6.8. 


2

1
2 xx

dx
 

6.9. 
2

0

cos



xdxe x        6.10. 


1

1

xarctgxdx 

 

7. Обчислити площу плоскої фігури, обмежену кривими. Зробити схематичний 

рисунок області. 
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